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Geometria II. Examen 11

Ejercicio 1 (6 ptos). Sea f el endomorfismo de R? cuya matriz asociada respecto
de la base usual es

0 0 1
A=| —a 1—a —a a € R.
a 0 a-1
1. Encontrar los valores de a para los que f es diagonalizable.

Calculamos el polinomio caracteristico de A:

—Xo 0 1 Y 1
PN =|A=XNI|=| —a 1—a—X\ —a =(1—a—X\) ao 41
a 0 a—1— X 0
- X 1+X | X 1 |
i<1—a—)\0) a _1_>\0 —(1—&-)\0)<1—|—)\0) _1‘
:(1—a—/\0)(1—|—)\0)()\0—a)

Por tanto, los valores propios son: {1 —a, —1,a}:

1
1—a:a<:>a:§ l—a=-1<—=a=2 -1

Il
S|

Por tanto, distinguimos segun los valores de a:

» Paraa# —1,3,2:

Tenemos que tiene tres valores propios distintos, por lo que es diagonali-

zable.
» Paraa=—1:
Tenemos que la multiplicidad algebraica de A = —1 es doble. Veamos su

multiplicidad geométrica:

1‘1—|—$3:0 1
Vo, = I’GR?) r1+ 3+ 23=0 =L 0
—xl—xg,:O —1

Por tanto, como la multiplicidad geométrica es distinta a la algebraica
(1 # 2), tenemos que no es diagonalizable.

1

s Para a = 3

Tenemos que la multiplicidad algebraica de A = 1 es doble. Veamos su

2
multiplicidad geométrica:

—%xl—l—xg:O 0
V%: I’GR3 —%Jfl—%(l}gzo =L 1
lxl—xg,:O 0

2

Por tanto, como la multiplicidad geométrica es distinta a la algebraica
(1 # 2), tenemos que no es diagonalizable.
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» Paraa=2:
Tenemos que la multiplicidad algebraica de A = —1 es doble. Veamos su
multiplicidad geométrica:

.’L’1+.Z'3:0 0 1
Vi=RaeR| =25, —213=0 =L 1], 0
21‘1+2$3:O 0 —1

Por tanto, como la multiplicidad geométrica es igual a la algebraica (2),
tenemos que si es diagonalizable.

Por tanto, tenemos que A es diagonalizable fVa # {—1,3}.

2. Para a = 1, estudiar si las matrices A y A% son semejantes y diagonalizar
alguna de ellas, si ello es posible.

Diagonalizamos en primer lugar A. Tenemos que tiene tres valores propios
distintos {—1,0, 1}, por lo que calculamos los subespacios propios:

.’K1+.Z'3:0 1
Vo= l‘GR?’ —x1+ a0 —23=0 =L 0
I1+ZL’3:0 —1

0
%: I’ERg —171—5133:0 =L 1
0

—$1+!L‘3:0 —1

Vi=RzeR| -2y —a9—23=0 =L 2

Por tanto, tenemos que D = P~ AP, con:

0 -1 1 0
P=|1 2 0 D= 1
0 -1 -1 -1

Por tanto, A = PDP~!. Calculamos ahora A?:

A*=PDP'.PDP ' =pPD?*P!

Tenemos que:

A~ D = 1 A2 ~ D? = 1
-1 1

Como tanto, como D # D?, tenemos que A =~ A2
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Ejercicio 2 (4 ptos). Razonar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

1. Sobre el cuerpo de los complejos, si la matriz cuadrada A de orden 4 verifica

|A| = —1, entonces A es diagonalizable.

11 0 O

01 0 O

A= 0 0 -1 0

00 0 1

Tenemos que |A| = —1, y calculemos su polinomio caracteristico:
1— )Xo 1 0 0
A - 0 1—Xo 0 0 1y \3
PyN) =[A=Xl|=| 0 —1-x 0 |~ (1—2X0)%(1+ Xo)
0 0 0 1—X

Por tanto, tenemos que los valores propios son \g = {—1,1}. Calculamos la
multiplicidad geométrica de \g = 1.
To = 0
—21’3 =0

Por tanto, tenemos que la multiplicidad algebraica del 1 es 3, pero su multi-
plicidad geométrica es 2. Por tanto, tenemos que no es diagonalizable.

Vlz{:cER4

El enunciado, por tanto, es falso.

2. Si una matriz A € M, (R) verifica A* + A = 0, entonces A es diagonalizable.

Tenemos que A3 = —A. Sea el contraejemplo siguiente:

SHERS

Tenemos que no es digonalizable pero se cumple que A% = —Id.

Observacidn. Se trata de un giro de 6 = % en el plano.



